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K-THEORIE EQUIVARIANTE DES FIBRES EN SPHERES 
MAX KAROUBI 
(Recekd 11 October 1971) 
CET ARTICLE complete sur certains points les thtoremes de [j] et [7] et permet d’ttendre a 
la K-thtorie lquivariante les resultats essentiels d’Atiyah, Bott et Shapiro [2]. De man&e 
precise, soit G un groupe de Lie compact operant sur un fibrt vectoriel reel V de base com- 
pacte X et soit W un sous-fibrC de V qui est invariant par I’action de G. Soient .S( V) et S( IV) 
les fib& en spheres de V et W respectivement par rapport a une mttrique de V qui est 
invariante par I’action de G. On se propose alors de calculer les groupes K,“(S( V), S(W))+ 
dans le cas particulier important suivant: il existe un element central q de G qui opere 
trivialement sur X tel que q2 = 1 et q.v = -v pour tout Clement v de V. 
51. ENONCE DES RESULTATS ESSENTIELS 
Avec les notations precedentes, dlsignons par &c’(X) la categoric de Banach dont les 
objets sont les G-fib& vectoriels (reels ou complexes suivant la thtorie envisagee) oh optre 
le fibre en algebres de Clifford C(V) darts le sens de [5, $1.21. 
THEOREME 1. La K-thPorie Pquivariante ri support compact du fib& V, soit KJ V), est 
naturellement isomorphe au groupe de Grothendieck de la catbgorie Ed”. Plus gk&alement, 
le groupe KG”(V) est isomorphe au groupe K” de .c~“(X) considt+t!e cornme catbgorie de 
Banach. En& KGn(S(V), S(W)) est naturellement isomorphe au groupe K”+‘(q) oti 
rp : EGv( X) + EGW( X) est le foncteur ” restriction des scalaires”. 
De man&e gtntrale dtsignons par Me”(X) le groupe de Grothendieck de la categoric 
&c”(X). Alors Me”(X) peut &tre muni d’une structure d’anneau grace aux formules suivantes. 
Si Eet E’sont deux objets de &c”(X), le produit tensoriel E @ E’ des fibrts E et E’ est nature- 
llement un G-fibrt. C’est aussi un C( V)-fibrt si on pose v.(e @ e’) = l/,/?(v.e @ e’ + q.e @ o.e’) 
pour v E V, c C(V), , e E E, et e’ E E,, x E X. Dans cette formule on voit done que 9 a servi 
a “graduer” les fib& en question; ce point de vue sera amplement exploit6 par la suite. 
11 est clair qu’on obtient ainsi une structure d’anneau commutatif sur MGY(X). Enfin, l’image 
de Me”(X) dans Mew(X) par l’application naturelle Me”(X) + Me”‘(X) est un ideal dans 
MGw(X). On notera AL*W(X) l’anneau quotient. 
t On dbigne par KG indifkemment la K-thtorie kquivariante r&He ou complexe, nos mtthodes s’appli- 
quant simultarkment aux deux cas. Lorsqu’on voudra distinguer les deux thiories, on tcrira KO ou KUcomme 
il est d’usage. La notation Ksp sera utiliske pour la K-thtorie symplectique B la fin du &$. 
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THEOREME 2. On a une suite exacte 
0 4 A,‘yY)S &(S( U, S(W)) --t K’(k”(w) + K’(G3W(w) 
ou f.W est un homomorphisme d’anneaux. En particulier, ,$‘*w est un isomorphisme lorsque X 
est reduit a un point. 
L’homomorphisme xv.w s’explicite ainsi: soit E un objet de .sGw(X) et soient E” = 
Ker(1 - V) et E’ = Ker(1 + v). Alors E” et E’ sont aussi deux G-fibres car q est central. 
Soit n: S(V) + X la projection canonique et soit a: n*E” 1 scwj + n*E’ / scwj l’isomorphisme 
defini au-dessus du point w de .S( W) par la multiplication par le nombre de Clifford w. La 
classe du triplet (n*E’,x* E’, 2) definit alors I’tltment cherche de Kc(S( V), S(W)) grace a 
la construction “ difference ” [3]. 
Considerons le cas particulier oti V = W @ 1 et G = H x Z, (1 dtsignant le H-fibre 
trivial reel de rang un oti Z, opere par l’involution e++ -e). Alors &(S( V), S(W)) FZ 
K,(P( V), P(W)) z Kn(S+( W @ I), S(W)) w K,,(W). De meme, le groupe AL,W(X) est 
isomorphe naturellement au groupe A:@‘* w”(X) avec des notations tvidentes. Posons 
AHW(X) = AH wo2*wo1(X). On obtient ainsi le corollaire suivant: 
COROLLAIRE 3. On a une suite exacte 
0 -+ &W(X) xw, Ku(W) + K’(&yyX)) + K’(&yyX)). 
En particulier, xw est un isomorphisme Iorsque X est reduit a un point. 
L’homomorphisme xw s’explicite de la m&me maniere que xvsw. Si W’ est un H’-fibre 
sur X’, on dtfinit de man&e Cvidente un “cup-produit” 
A/(X) x &w’(x’) -+ A:;r’(X x Y) 
en utilisant le fait que C( W x W) = C(W) a C( W’). 
PROPOSITION 4. Le diagramme 




G(W) x &t’(W? --+KKHX”‘(WX W) 
oti la deuxiPmej7Pche horizontale represente le cup-produit usuel, est commutatt~ 
I1 est possible de calculer effectivement les groupes AHW(X), ALsW(X), K1(ecv(X)), etc... 
avec des hypotheses spinorielles appropriees par exemple (cf. [2], [7]). Nous en laissons le 
soin au lecteur. 
$2. L’ISOMORPHISME DE THOM 
Soit Kc”(X) le groupe de Grothendieck du foncteur so@“‘+ ecv(X) (G operant 
trivialement sur le fibre trivial de rang un). Le thioreme fondamental de [7]( voir aussi [l] 
avec des hypotheses spinorielles et des restrictions sur le rang de I’) exprime que les groupes 
Kc”(X) et Kc(V) sont isomorphes. Cet isomorphisme s’explicite ainsi: 
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identifions la paire (B(V), S( V)) a la paire (Sc( Y @ l), S( V)) et le groupe Kc’(X) au groupe 
construit a partir de triples (E, .sr, E*) ou E est un objet de .sVG(X) et oh s1 et s2 sont deux 
“graduations” de E (cf. [5] [7]). Alors t: K,“(X) + KG(Sc( V’@ l), S(V)) est defini par la 
formule 
t(d(E, Em, E*)) = d(n*E, u cos 8 + Ed sin 8, u cos 0 + Ed sin 0) 
avec les notations de [7]. On va voir que I’expression de cet isomorphisme se simplifie 
considerablement lorsqu’il existe un element q de G satisfaisant aux hypotheses du $1. Dans 
ce cas, on peut definir deux homomorphismes reciproques l’un de l’autre 9: Kc’(X)+ 
KO(sc’(X)) z M,‘(X)etg’: Me”(X) z KO(.s,‘(X)) -+&“(X)par les formules 
ME, sir Q)) = 4% R, ~4 et g’(W’, rll, q2)) = W, ‘IT,, w2) 
(voir [5, $2.11 pour la definition du groupe K’). En explicitant les isomorphismes successifs 
Me”(X) = P&‘(X)) z Kc”(X) z &O(B( V), S( V)) M K@(V), S(V)) 
comme dans [5, $2.31, on demontre ainsi le theoreme suivant: 
THEOREME 5. Associons ri un objet E de Ed” le triplet (JT*E’, n*E’, a) oic E” = 
Ker(l - II), E’ = Ker( 1 + q), 7-c: B(V) -+ X, et oti a: n*E” Istv) + n*E’ 1 scvj est I’isomor- 
phisme dPfini au-dessus du point v de S(V) par la multiplication par le nombre de Clifford v. 
Alors cette correspondance induit un homomorphisme 
P: M,“(X) + KM V)? S(V)) 
qui est un isomorphisme. 
Remarque. La m&me methode permet de montrer plus gentralement que K”(sc”(X)) z 
&“(B( V)> S(V). 
I1 est parfois utile (notamment en ce qui concerne les structures multiplicatives) d’inter- 
preter de maniere ltgerement differente l’homomorphisme /3. Introduisons comme dans 
[6], [7] le groupe i@‘(V) defini a l’aide de familles d’operateurs de Fredholm “acycliques 
a l’infini “. Alors K,(B( V), S(V)) z Kgvo( V) (cf. [6], [7]) et l’isomorphisme compost M,“(X) 
+ &(B( V), S(V)) + R:‘(V) associe a la classe de l’objet E la classe du couple (rz’*E, D) 
oh TI’: V-+ X, E est Z,-grad& par q et ou D: n’*E+ Al’* E est la famille d’optrateurs de 
Fredholm de degre un et auto-adjointe definie au-dessus du point v de V par la multiplication 
par v (on notera qu’en fait E est de rang fini et que tout operateur est de Fredholm: la con- 
dition essentielle ici est done l’acyclicitt a l’infini). Ceci suppose bien entendu que les objets 
de s,“(X) ont CtC prealablement munis d’une metrique compatible avec I’action de G et de 
celle du fibre en algebres de Clifford, ce qui ne restreint par la gtneralitt (cf. [5, 91.21). On 
explicite de meme un isomorphisme du type RPV9(sGv(X)) -+ Rgq( V); les details sont laissts 
au lecteur. 
$3. L’ISOMORPHISME K”(q) =: K;- ‘(S( I’), .S( W)) 
Soit cp: Q,-“(X) + EGw(x) le foncteur restriction des scalaires. En suivant [5, 92.11, on 
peut decrire ainsi le groupe de Grothendieck K(q) du foncteur cp. Considerons l’ensemble 
des triples (E, pl, p2) oh E est un G-fibrt et oh pi : C(V) -+ End (E), i = 1, 2, sont deux 
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structures de C( V)-module sur E telles que p, ) ctwj = pt ) ccwj. Le groupe K(q) est alors le 
quotient du groupe libre engendre par ces triples par le sous-groupe engendrt par les rela- 
tions 
(E, ~1, PZ) + (E’, PI’, PZ’) = (E 0 E’, pl 0 ~1’. pz 0 pz’) 
(E, pl, pz) = 0 si p, est homotope a pz . 
Definissons maintenant un homomorphisme 
0: K(V) 4 &-r(S(V, S(W) 
de la man&e suivante. A un triple (E, pl, p2) on associe la classe du couple (n*E’, cz) oti 
E” = Ker(1 - II) et oh CL: rr*E” 4 n*E” est l’automorphisme qui vaut l’identite au-dessus 
de S(W) et, de man&e getterale, la restriction a n*E” de l’isomorphisme p2(c) . pt(u) au- 
dessus d’un point u de S(V). En composant 0 avec les isomorphismes Kc-‘(S( V), S(W)) z 
KG-l(S( v) u B(w), B(w)) z KG(B( v), S(v) u B(w)), on trouve un homomorphisme 
8’: K(cp) * &(B( V), S(V) u B(W)) = Kc( V - W) 
qui s’explicite ainsi: a la classe du triple (E, p,, pr) on associe la classe du triple 
(p*EO,p*EO, 6) oup: B(V) -+ Xet ou 6: P*E~/~~~,,_,~(~) -*p*E”(scv,uB(W) est I’identitt au- 
dessus de B(W) et coincide avec la restriction a p*E” de I’isomorphisme pz(u) . p,(u) 
au-dessus d’un point v de S(V). 
THEOREME 6. L’homomorphisme 8: K(q) -+ KG -‘(S(v), S(w)) d&i plus haut est un 
isomorphisme. Par conskquent, les groupes K”(q) et Kz-‘(S( V), S(W)) sont isomorphes pour 
tout n. 
Demonstration. Considtrons le diagramme 
K-‘(E,“(X))- K-‘(E,~(X)) - K(cp) - K&“(X)) - K(EG~(X)) 
I I I B’ I I 
KG-‘(v) - K,-‘(W)- K&V- W) - K&v) - KG(W). 
Ce diagramme est commutatif grace au raisonnement tres general suivant. Soient 
%‘, %“, %‘, et %‘r’ respectivement les categories de Banach &c”(X), eGw(X), sG(B( V)/S( V)) et 
.sc(B( W)/S( W)). On a alors un diagramme commutatif de categories (a isomorphisme prts) 
Le foncteur V --t ‘%r par exemple associe a I’objet E le fibre sur B( V)/S( V) z S+( V @ l)/ 
S(V) obtenu en considtrant le noyau du projecteur (1 - y)/2 avec y = --‘I cos 20 + p(v) 
sin 20, (u, 0) ttant les coordonnees polaires d’un point typique de S+( V @ 1). 
Ce foncteur induit un homomorphisme K”(cGy(X)) -+ K,“(B( V)/S( v)) qui, compose 
avec l’homomorphisme evident K,“(B( V)/S( v)) -+ K,“(B( V), S(v)), coincide avec l’homo- 
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morphisme Kn(sGY(X)) --t K,“(B( V), .S( V)) du 52 d’apres les calculs de [5, $2.31 par exemple. 
On en dtduit le diagramme commutatif 
K-y%) - IV- ‘(W) - K(V) - NW - K(V) 
I I I I I 
K,-‘(V)- KG-W) - Ktcp,)---+ KG( VI - KG( w> 
d’aprts les arguments generaux sur les categories de Banach. Pour dtmontrer la commuta- 
tivite du premier diagramme, il sufTit de verifier que l’homomorphisme K(p) + K(cp,) z 
I(,(@ V), B(W) w S(Y)) coincide bien avec 8’. Soit done (E, pr, pz) un triple dont la classe 
u d&nit un Plkment de K(q). Soit 
fi(0): (p*E, q> --+ (p*E, --‘I cos 20 + p,(v) sin 20) 
p: B(V) -+ X, i = 1, 2, l’isomorphisme defini par f,(Q) = sin 0 + pi(v)q cos B au-dessus du 
point de coordonntes polaires (u, 0). Alors l’eltment de K,(B( V), S(V) u B(W)) associt a 
u est reprtsentt par le triple (p*E’, p*E’, R) oh a est egal a la restriction def,(B)-‘f,(B) a 
p*E” au-dessus de S(V) u B(W). Or on a fi(0)-’ f,(O) = I au-dessus de B(W) et f2(0)-’ 
fi(0) = p2(v)pI(v). La premiere partie du theoreme 6 resulte alors du lemme des cinq. La 
deuxitme partie s’en deduit en remplacant X par X x s”. 
Pour calculer K,(S( V), S(W)) de man&e plus explicite, considtrons la suite exacte 
associee au triple (B(V), S(Y), S(W)). Puisque K,“(B( V), S(W)) z K,“(B( W), S(W)) z 
K”(E~~(X)) et que &“(B( V), S(V)) z K”(E~‘(X)), la premiere partie du theoreme 2 en 
rtsulte de maniere Cvidente. D’autre part, on voit que I’homomorphisme x’*“‘: IIE*~(X) + 
&(S(V), S(W)) est un homomorphisme d’anneaux grace aux formules explicites de multi- 
plication donnees dans [6] et [7] par exemple 5 I’aide d’opirateurs de Fredholm. En fait. 
en utihsant les idtes developpees dans [4], on demontre aisement que ,y”.“’ est mtme un 
homomorphisme de I-anneaux, les puissances exttrieures etant prises au sens grad&. 
Enfin, si X est un point dans le thtoreme 2, la categoric cc”(X) est de dimension finie, done 
son groupe K’ est nul [5, $2.31. 
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$4. CALCUL ALGEBRIQUE DE LA K-THEORIE EQUIVARIANTE DE L'ESPACE DE THOM 
Considerons maintenant le cas particulier ou G = H x Z, et V = W @ 1 (1 representant 
le H-fibrt trivial de rang reel 1 oh Z, opere par ew -e). Alors K,(S( W 8 I), S(W)) z 
Kn(P( W 0 l), P(W)) z &(S+( W 0 I), S(W)) grace a la projection naturelle (S+( W @ l), 
S(W)) + (P( W 0 l), P(W)). Cet isomorphisme est aussi i’homomorphisme compost 
K&S( W 0 I), S(W)) -+ Kn(S( W 0 l), S(W)) + Ku(S’( W 0 I), S(W)), ce qui permet de 
decrire concretement l’homomorphisme AHW( X) s KH(Sf( W@ l), S(W)) z Kn( W) de la 
mCme maniere que dans [2] et [5, $3.11. On en deduit le corollaire 3 ainsi que la proposition 
4 grace aux formules explicites pour le cup-produit don&es dans [6], [7] par exemple. 
Soit 01~: iIrrw(,X) -+ KHw(X) l’homomorphisme qui associe a la classe d’un C( W @ l)- 
module E la classe du triple (E’, n. - n) oti E’ est le C( W)-module sous-jacent a E et oh q est 
la graduation canonique de E. La meme demonstration que celle d&rite dans [5,93.1] permet 
de montrer la commutativitt du diagramme 
On en dtduit la proposition suivante dont le corollaire a deja CtC utilist dans [8]. 
PROPOSITION 7. Une condition necessaire et sufisante pour qu’un e’lt%nent y de KHw(X) 
puke s’e’crire comme /a classe d’un triple (E, Ed, Ed) avec Em = - E, est que son image dans le 
groupe K’(E~@‘( X)) par I’homomorphisme xplicit& plus haut soit nulle. En particulier, ow(donc 
xw) est bijectifsi X est reduit a un point. 
De cette proposition, on deduit en particulier une description algebrique des fibrts sur 
S” qui engendrent z(S) et z(F) (cf. [2]). 0 n a aussi le corollaire suivant. 
COROLLAIRE 8. Soit X un espace compact tel que KOL(X) = 0 (resp. KU’(X) = 0; resp. 
Ksp’(X) = 0) et soit n = 6, 7 (resp. n = 1, 5; resp. n = 2, 3) module 8. Alors tout element de 
KO-“( X) peut s’ecrire comme la classe d’un triple (E, Ed, Ed) avec Ed = -Ed. Pour n = 0 ou 
4 module 8 tout element de KO-“(X) peut s’hcrire sous cette forme sans hypothese sur X. 
Demonstration du corollaire. Dans ce cas, W est le fibre trivial de rang n muni d’une 
forme quadratique definie positive, H = 0 et nous raisonnons dans le cadre de la K-thtorie 
reelle. La categoric EH w@)2(X) s’identifie alors a la cattgorie des fib& vectoriels reels oh 
opere l’algebre de Clifford Co*“+’ avec les notations de [5]. Puisque Co*n+2 z C”*‘(2) 
d’apres [2] ou [5], cette cattgorie est tquivalente a la categoric s”*‘(X) dont les objets sont les 
fibris vectoriels reels ou opere I’algebre de Clifford C”*’ (qui est associte a R” muni de la 
forme quadratique definie negative canonique). D’aprb le theoreme de classification des 
algtbres de Clifford donnt dans [2], cette catigorie est iquivalente Q celle des fib&s vectoriels 
reels (resp. complexes, resp. symplectiques) ou a un produit de deux d’entre elles lorsque 
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n = 0, 6 ou 7 (resp. n = 1 ou 5, resp. n = 2, 3 ou 4) modulo 8. La premikre partie du coro- 
llaire en rtsulte. Lorsque n = 0 ou 4 modulo 8, l’homomorphisme K’(P’(X)) + K~(E”- ‘*‘(X)) 
coincide avec l’application diagonale KO’(X) -+ KO’(X) x KO’(X) ou Ksp’(X) -+ fi$(X) 
x K@(X). Done zw est bijectif dans ce cas independamment de toute hypothtse sur X. 
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